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各回の内容（予定） I

1 (10/23)イントロ+多面体的組合せ論（線形計画法の復習，整数多面体，完全単
模行列）

2 (10/30)二部マッチング①（Konig-Egervaryの定理，増加道アルゴリズム，ハ
ンガリー法）

3 (11/6)二部マッチング②（最短路問題の復習，逐次最短路法と主双対法，最適
性基準からの見方）
(11/13)休み
(11/20)休み
(11/27)休み
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各回の内容（予定） II
4 (12/4)最大流①（定式化，最大流最小カット定理，Mengerの定理，Hakimiの
定理，密グラフ抽出）

5 (12/11)最大流②（残余ネットワーク，Ford-Fulkerson法，容量スケーリン
グ法）
(12/11)最小カット（永持茨木のアルゴリズム，Kargerのアルゴリズム）

6 (12/18)最小費用流①（定式化，輸送問題，最大流との関係，応用？）
7 (12/25)最小費用流②（閉路最適性基準，逐次最短路法，容量スケーリング法）

(1/1)休み
8 (1/8)マトロイド（定義と公理系，貪欲法，マトロイド多面体）

(1/15)休み
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各回の内容（予定） III

9 (1/22)マトロイド交差①（定義，Edmondsの最大最小定理，応用例）
10 (1/29)マトロイド交差②（交換可能性グラフ，増加道アルゴリズム）
11 (2/5)劣モジュラ関数①（諸例，劣モジュラ基多面体，Lovász拡張，劣モジュ
ラ最小化）

12 (2/12)劣モジュラ関数②（劣モジュラ最大化，近似アルゴリズム，貪欲法）
(2/19)予備
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目次

1. 最短路問題 ・定義
・負閉路とポテンシャル

2. 逐次最短路法と主双対法 ・逐次最短路法
・主双対法

3. 最適性条件からの見方
・ポテンシャル最適性条件
・閉路最適性条件
・アルゴリズム再訪
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最短路問題
G = (V,A): 有向グラフ, s, t ∈ V , ℓ : A→ R: 枝長
P : s–t路（sから tへ行く経路で，同じ頂点を複数回通っても良い）
に対し，

ℓ(P ) :=
∑

e∈E(P )

ℓ(e)

をP の長さとする．

最短路問題
s–t路P のうち，長さ ℓ(P )最小のものを求めよ．
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最短路問題と負閉路

sを固定する．任意の tに対して，最短路は存在するか？

補題
Gの任意の頂点は sから到達可能であるとする．このとき，以下は
同値:
• 任意の tに対し s–t最短路が存在
• 有向閉路Cで ℓ(C) < 0なるもの（負閉路）は存在しない．
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ポテンシャル
定義 (ポテンシャル)
p : V → Rが枝長 ℓに関する（実行可能）ポテンシャル

def⇐⇒ p(j)− p(i) ≤ ℓ(a) (a = ij ∈ A)

補題
Gの任意の頂点は sから到達可能とする．このとき，以下は同値:

1 任意の tに対し s–t最短路が存在
2 ポテンシャル p : V → Rが存在
3 負閉路が存在しない
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ポテンシャル 1 任意の tに対し s–t最短路が存在
2 ポテンシャル p : V → Rが存在
3 負閉路が存在しない

(証明)
① =⇒ ②: p(t) := (s–t最短路長)とおく．任意の枝 a = ij ∈ Aに対し，図より

p(j) ≤ p(i) + ℓ(a).

② =⇒ ③: 任意の有向閉路C : v0; v1; . . . ; vk = v0に対して，

ℓ(C) =
k∑

i=1

ℓ(vi−1vi) ≥
k∑

i=1

(p(vi)− p(vi−1)) = 0.

③ =⇒ ①: すでにやった．
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最短路問題のアルゴリズム
単一の始点 sに対して，全ての tに関する最短路問題を同時に解くア
ルゴリズムが知られている:

一般の枝長 ℓ: Bellman–Ford法 O(mn)時間 ※負閉路がある場合は検出も可能

非負の枝長 ℓ: Dijkstra法 O(m+ n log n)時間
(n = |V |,m = |E|)

これらは，s–t最短路だけでなく，実行可能ポテンシャル (=最短路長)
も同時に求める．
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目次

1. 最短路問題 ・定義
・負閉路とポテンシャル

2. 逐次最短路法と主双対法 ・逐次最短路法
・主双対法

3. 最適性条件からの見方
・ポテンシャル最適性条件
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重み付き二部マッチング

重み付き二部マッチング問題
入力 G = (V ;E): 二部グラフ，枝重みwe (e ∈ E)
出力 w(M) :=

∑
e∈M weが最小のマッチングM
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補助ネットワーク（復習）
マッチングM に対し，Gの枝を
• M の枝は両向き，
• E \M の枝は V +から V −向き

に向き付けた有向グラフをDM とする．

また，
• U+ := M に接続していない V +の頂点集合
• U− := M に接続していない V −の頂点集合

とする．
増加道←→ DM における U+から U−への有向パス
∴幅優先探索によりO(m)時間で増加道が求められる

(m = |E|)

U+

U−

U−

V + V −

DM
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逐次最短路法
マッチングM に対し，DM の枝長 ℓM を

ℓM(a) :=
{

w(e) (a = V +から V −向きの e ∈ E)
−w(e) (a = V −から V +向きの e ∈ E)

と定める．

　　（なぜこう定めるのか？）
交互道 or交互サイクル P に関して反転操作を行った後の
マッチングM△P の重みが

w(M△P ) = w(M) + ℓM(P )

と書けて便利なので．

U+

U−

U−

V + V −

DM
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逐次最短路法
w(M△P ) = w(M) + ℓM(P ) より，ℓM(P )最小の増加道 P を選ぶのが良さそう

逐次最短路法
1: M ← ∅ //初期マッチング
2: while M に対する増加道が存在する :
3: 補助ネットワーク (DM , ℓM)上で U+–U−最短路 P を求める

// Bellman–Ford法で O(mn)時間
4: M ←M△P //マッチング更新

M△P : M と P の対称差（P に沿ってM の枝を反転）

定理
逐次最短路法で求まるマッチングを ∅ = M0,M1, · · · ,Mµとする．このとき，各
k = 0, 1, . . . , µに対し，Mkは大きさ kのマッチングのうち重み最小である．また，
大きさ µ+ 1以上のマッチングは存在しない．
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逐次最短路法の証明
定理
逐次最短路法で求まるマッチングを ∅ = M0,M1, · · · ,Mµとする．このとき，各
k = 0, 1, . . . , µに対し，Mkは大きさ kのマッチングのうち重み最小である．
(証明) kに関する帰納法．k = 0は自明．
M が大きさ kの最小重みマッチングで，少なくとも 1つ増加道をもつと仮定する．

Claim. (DM , ℓM)は U+–U−最短路をもつ

P を U+–U−最短路とし，M+ := M△P を更新後のマッチングとする．

Claim. 任意の大きさ k + 1のマッチングN に対し，w(M+) ≤ w(N)
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逐次最短路法の証明 M : 大きさ kの最小重みマッチング
P = (DM , ℓM )上の U+–U− 最短路
M+ := M△P : 更新後のマッチング

Claim. 任意の大きさ k + 1のマッチングN に対し，w(M+) ≤ w(N)

(∵) M とN の対称差M△N は，交互道と偶サイクルからなる．いま，|M | < |N |
より，この中にM 増加道Qが存在する．

Q

P は最短路なので，ℓM(P ) ≤ ℓM(Q).

また，N△Qは大きさ kのマッチングなので，
w(M) ≤ w(N△Q) = w(N)− ℓM(Q).

これらより，
w(M+) = w(M) + ℓM(P ) ≤ w(N)− ℓM(Q) + ℓM(P ) ≤ w(N).
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逐次最短路法の計算量
計算量解析
• Mの更新はµ回 (µ =最大マッチングの大きさ)

• 各更新は 1回の (DM , ℓM)上の最短路問題
−→ Bellman–Ford法でO(mn)時間

(n = |V |,m = |E|)

定理 (伊理 (1960))
逐次最短路法は，O(mnµ)時間で，k = 0, 1, . . . , µに対する大きさ k
の最小重みマッチングMkを求める．

Cf. ハンガリー法 O(mn3)時間
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主双対法
マッチングM とポテンシャル pの両方を保持することで，逐次最短路法の計算量
を改善できる．
定義 (簡約枝長)
枝長 ℓ : A→ Rのポテンシャル p : V → Rに関する簡約枝長 ℓp : A→ Rを次のよう
に定める:

ℓp(a) := ℓ(a) + p(i)− p(j) (a = ij ∈ A)

観察
• 任意の s–t路 P に対し，

ℓp(P ) = ℓ(P ) + p(s)− p(t).
特に，ℓpに関する s–t最短路 ⇐⇒ ℓに関する s–t最短路．

• ℓp ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Bellman-Ford法ではなくDijkstra法が使える！
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主双対法
主双対法

1: M := ∅ //初期マッチング
2: p(i) := 0 (i ∈ V +), p(j) := mini∈δ(i) w(ij) (j ∈ V −) //初期ポテンシャル
3: while M に対する増加道が存在する :
4: 簡約枝長 ℓM,pに関するDM 上の U+–U−最短路 P と最短路長関数 dを求め

る． // Dijkstra法で O(m+ n log n)時間
5: M ←M△P , p← p+ d //マッチングとポテンシャル更新

定理 (Edmonds–Karp (1970),富澤 (1971))
主双対法で求まるマッチングを ∅ = M0,M1, · · · ,Mµとする（µ =最大マッチング
の大きさ）．このとき，各 k = 0, 1, . . . , µに対し，Mkは大きさ kのマッチングのう
ち重み最小である．また，全体の計算時間はO((m+ n log n)µ)時間．
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主双対法の証明
次の補題を示せば，あとは逐次最短路法の定理から従う．
補題
主双対法における pは，常に (DM , ℓM)上のポテンシャル．

(証明) p+ := p+ dとする．(d : V → R ... (DM , ℓM,p)上の（U+ からの）最短路長関数)

dは (DM , ℓM,p)のポテンシャルなので，任意の枝 a = ijに対し，
d(j)− d(i) ≤ ℓM,p(a) = ℓM(a) + p(i)− p(j)

が成り立つ．移項すると p+(j)− p+(i) ≤ ℓM(a)となり，p+は (DM , ℓM)のポテン
シャルである．
次に，M ←M△P と更新した後も p+がポテンシャルであることを示す．最短路P
上の枝 a = ijでは，上の不等式で等号が成立:

d(j)− d(i) = ℓM,p(a) ⇐⇒ p+(j)− p+(i) = ℓM(a)
よって，P の枝を反転しても，p+がポテンシャルであることは保たれる．
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が成り立つ．移項すると p+(j)− p+(i) ≤ ℓM(a)となり，p+は (DM , ℓM)のポテン
シャルである．
次に，M ←M△P と更新した後も p+がポテンシャルであることを示す．最短路P
上の枝 a = ijでは，上の不等式で等号が成立:

d(j)− d(i) = ℓM,p(a) ⇐⇒ p+(j)− p+(i) = ℓM(a)
よって，P の枝を反転しても，p+がポテンシャルであることは保たれる． 23 / 32
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最適性条件からの見方
ハンガリー法，逐次最短路法，主双対法は，どれも“同じアルゴリズ
ム”の異なる姿と思える．

以下，最小重み完全マッチングを考えよう．

マッチングM が完全 def⇐⇒ 全ての頂点がM に接続 ⇐⇒ 2|M | = |V |

重み付き二部完全マッチング問題
入力 G = (V ;E): 二部グラフ (|V +| = |V −| = n/2)，枝重みwe (e ∈ E)
出力 w(M) :=

∑
e∈M weが最小の完全マッチングM

※以下，Gは少なくとも 1つの完全マッチングを持つとする．
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双対変数とポテンシャル
主問題 (P)

min
∑
e∈E

wexe

s.t.
∑
e∈δ(i)

xe = 1 (i ∈ V )

x ≥ 0

双対問題 (D)

max
∑
i∈V

yi =: y(V )

s.t. yi + yj ≤ we (e = ij ∈ E)

双対変数 y ∈ RV s.t.
yi + yj ≤ we (e = ij ∈ E)

↕

ポテンシャル p : V → R s.t.
p(j)− p(i) ≤ we (e = ij ∈ E)
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最適性条件のポテンシャルを用いた書き換え
相補性条件 (復習)
M ⊆ E, y ∈ RV が最適解 ⇐⇒

1 Mは完全マッチング
2 yは (D)の実行可能解
3 yi + yj = we (e = ij ∈M )

補題
M ⊆ E, p : V → Rが最適解 ⇐⇒

1 Mは完全マッチング
2 pは (DM , ℓM)のポテンシャル

主問題 (P)

min
∑
e∈E

wexe

s.t.
∑

e∈δ(i)

xe = 1 (i ∈ V )

x ≥ 0

双対問題 (D)

max
∑
i∈V

yi =: y(V )

s.t. yi + yj ≤ we (e ∈ E)
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相補性条件のポテンシャルを用いた書き換え
相補性条件 (復習)
M ⊆ E, y ∈ RV が最適解 ⇐⇒

1 M は完全マッチング
2 yは (D)の実行可能解
3 yi + yj = we (e = ij ∈M )

補題
M ⊆ E, p : V → Rが最適解 ⇐⇒

1 M は完全マッチング
2 pは (DM , ℓM)のポテンシャル

(証明) DM においては，M の枝は両向きであることに注意する．pがポテンシャル
ならば，e = ij ∈M に対し，

p(j)− p(i) ≤ ℓM(−→e ) = we

p(i)− p(j) ≤ ℓM(←−e ) = −we

が成り立つので，対応する yは③を満たす．逆も同様．
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ポテンシャル最適性条件・閉路最適性条件
補題
完全マッチングMに対し，以下は同値:

1 Mは最小重み完全マッチング
2 (DM , ℓM)のポテンシャル pが存在
3 (DM , ℓM)に負閉路は存在しない

(証明)
① ⇐⇒ ②: M が最適 ⇐⇒ ∃p s.t. (M, p)は相補性条件を満たす
② ⇐⇒ ③: 最短路問題のところでやった．
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ハンガリー法（ポテンシャル版）
ハンガリー法

1: p(i) := 0 (i ∈ V +), p(j) := mine∈δ(j) we (j ∈ V −)とする． // pは初期ポテンシャル
2: while True :
3: Gpの（重みなし）最大マッチングM を求める． // O(mn)時間
4: if M が完全マッチング :
5: return M //相補性条件より，M は最小重みマッチング
6: else //ポテンシャル pを更新
7: XをDM(p)における U+から到達可能な頂点全体とする．
8: ε := min{we + p(i)− p(j) : e = ij, i ∈ V + ∩X, j ∈ V − \X}

9: p(i)←
{
p(i)− ε (i ∈ X)
p(i) (otherwise)

最後の反復以外，M を使っていない！ 実質的に保持しているのはポテンシャル p
のみ．
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ハンガリー法（ポテンシャル版）
ハンガリー法

1: p(i) := 0 (i ∈ V +), p(j) := mine∈δ(j) we (j ∈ V −)とする． // pは初期ポテンシャル
2: while True :

3: Gpの（重みなし）最大マッチングM を求める． // O(mn)時間

4: if Gpが完全マッチング (say M )をもつ :
5: return M //相補性条件より，M は最小重みマッチング
6: else //ポテンシャル pを更新
7: Gpの最小頂点被覆 (S, T )を求める // |S|+ |T | < n

8: ε := min{we + p(i)− p(j) : e = ij ∈ E s.t. (S, T )に被覆されていない }
9: p(i)←

{
p(i)− ε (i ∈ (V + \ S) ∪ T )
p(i) (otherwise)

最後の反復以外，M を使っていない！ 実質的に保持しているのはポテンシャル p
のみ．
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逐次最短路法，主双対法，ハンガリー法
逐次最短路法 主双対法 ハンガリー法

変数

更新方法 最短路 (Bellman–Ford) 最短路 (Dijkstra) 幅優先探索
計算量 O(mn2) O((m+ n log n)n) O(mn3)

マッチングM
(ポテンシャルは陰に保持)

マッチングM
ポテンシャル p

(マッチングは保持しない)
ポテンシャル p

どれも
ポテンシャル（双対変数）p : V → Rを保持し，
マッチングMが完全になるまで更新する

アルゴリズムとみなせる．
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まとめ: 二部マッチング
まとめ
• 重みなし: 増加道アルゴリズム
• 重みあり: 逐次最短路法，主双対法，ハンガリー法
• 双対変数と最短路問題のポテンシャルの関係

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ネットワークフローやマトロイド交差へ
その他のアルゴリズム
• Hopcroft–Karp–Karzanov法 (1973): 重みなしO(m

√
n)時間

• 重みあり: m1+o(1)時間（JACM 20251,最小費用流）
1L. Chen, R. Kyng, Y. P. Liu, R. Peng, M. P. Gutenberg, and S. Sachdeva, “Maximum Flow and

Minimum-Cost Flow in Almost-Linear Time”, JACM, 2025.
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