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独立マッチング
G = (V +, V −;E): 二部グラフ
M+ = (V +, I+): V +上のマトロイド
M− = (V −, I−): V −上のマトロイド
定義
マッチングMが独立マッチング

def⇐⇒ ∂+M ∈ I+かつ ∂−M ∈ I−
(∂+M , ∂−M : それぞれM に接続する V +, V − の頂点集合)

∂+M ∂−M

M

V + V −

独立マッチング問題
maximize |M | subject to Mは独立マッチング

I+ = 2V + , I− = 2V − のとき，通常の二部マッチング問題．
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マトロイド交差
M1 = (E, I1), M2 = (E, I2): 同じ台集合E上のマトロイド
マトロイド交差

maximize |I| subject to I ∈ I1 ∩ I2

右の二部グラフGと，(M+,M−) = (M1,M2)に
対する独立マッチング問題と等価

E E

注実は独立マッチングをマトロイド交差に帰着できることも知られており，互いに等価な問題で
ある．
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独立マッチングの最大最小定理

S+ ⊆ V +, S− ⊆ V − が頂点被覆
def⇐⇒ 任意の枝 e = ij ∈ Eに対し，i ∈ S+または j ∈ S−.

S+
S−

補題 (弱双対性)
r+, r−をそれぞれ，マトロイドM+,M−の階数関数とする．
任意の独立マッチングM と頂点被覆 (S+, S−)に対し，|M | ≤ r+(S+) + r−(S−).

(証明)
|M | ≤ |∂+M ∩ S+|+ |∂−M ∩ S−| ≤ r+(S+) + r−(S−)
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独立マッチングの最大最小定理
今日の目標: 以下の定理をアルゴリズム的に証明し，主・双対最適解
が多項式時間で求められることを示す．
定理 (Welsh (1970))

max
M :独立マッチング

|M | = min
(S+, S−): 頂点被覆

r+(S+) + r−(S−)

これは，Kőnig–Egerváryの定理の一般化である．
定理 (Kőnig–Egerváry)

max
M : マッチング

|M | = min
(S+, S−): 頂点被覆

|S+|+ |S−|
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マトロイド交差の最大最小定理
定理をマトロイド交差の場合に適用すると，以下の定理が得られる．
定理 (Edmonds (1970))

max
I∈I1∩I2

|I| = min
X⊆E

r1(X) + r2(E −X)

(証明)帰着に用いた二部グラフにおいて，任意のX ⊆ E
に対して (S+, S−) = (X,E −X)は頂点被覆．
逆に，頂点被覆 (S+, S−)に対し，X = S+とすると，頂点
被覆の定義からE −X ⊆ S−．階数関数の単調性より，
r+(S+) + r−(S−) ≥ r1(X) + r2(E −X)なので，右辺の最
小化においては (X,E −X)の形の頂点被覆だけ考えれば
良い．

X

E −X

8 / 34



マトロイド交差の最大最小定理
定理をマトロイド交差の場合に適用すると，以下の定理が得られる．
定理 (Edmonds (1970))

max
I∈I1∩I2

|I| = min
X⊆E

r1(X) + r2(E −X)

(証明)帰着に用いた二部グラフにおいて，任意のX ⊆ E
に対して (S+, S−) = (X,E −X)は頂点被覆．
逆に，頂点被覆 (S+, S−)に対し，X = S+とすると，頂点
被覆の定義からE −X ⊆ S−．階数関数の単調性より，
r+(S+) + r−(S−) ≥ r1(X) + r2(E −X)なので，右辺の最
小化においては (X,E −X)の形の頂点被覆だけ考えれば
良い．

X

E −X

8 / 34



（参考）重み付き独立マッチング
w : E → R: 重み, k ∈ Z+

重み付き独立マッチング
maximize w(M) subject to M 独立マッチング, |M | = k

重み付きマトロイド交差
maximize w(I) subject to I ∈ I1 ∩ I2, |I| = k

事実重み付き独立マッチング/マトロイド交差も多項式時間で解け
る． (cf. [§13.7 Korte–Vygen, 2018])

9 / 34



応用例①: k独立集合問題
k森問題
連結無向グラフG = (V,E)と，非負整数 k ∈ Z+に対し，Gを k個の
枝素な森に分割できるか？ できるなら，そのような分割を求めよ．

k = 2の例
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応用例①: k独立集合問題
より一般に:

k独立集合問題
台集合上E上のマトロイドM1, . . . ,Mkに対し，台集合Eを
E = I1 ∪ · · · ∪ Ik (Ii ∈ Ii)と k個の独立集合へ分割できるか？ できる
なら，そのような分割を求めよ．

定理
k独立集合問題は独立マッチングへ帰着することで，多項式時間で解
ける．
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マトロイドの直和

定義
M1 = (E1, I1), M2 = (E2, I2): 台集合が互いに素なマトロイド
このとき，

I = {I1 ⊕ I2 : I1 ∈ I1, I2 ∈ I2}
はE1 ⊕ E2上のマトロイドの独立集合族になる．これをM1とM2
の直和 (direct sum)といい，M1 ⊕M2で表す．
k個のマトロイドの直和も同様に定義でき，M1 ⊕ · · · ⊕Mkで表す．
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k独立集合問題→独立マッチングへの帰着
定理
k独立集合問題は独立マッチングへ帰着することで，多項式時間で解ける．

(証明)右図の二部グラフを考える．頂点集合は
V + = E1 ⊕ · · · ⊕ Ek (各EiはEのコピー)
V − = E

であり，各枝はオリジナルの要素 e ∈ Eと各コピー e ∈ Ei

(i = 1, . . . , k)を結んでいる．
V +, V −上のマトロイドを次のように定める:

M+ = M1 ⊕ · · · ⊕Mk

M− = (V −, 2V −)
このとき，

...

E1

Ek

E

大きさ |E|の独立マッチング←→独立集合への分割E = (I1, . . . , Ik)

13 / 34



k独立集合問題→独立マッチングへの帰着
定理
k独立集合問題は独立マッチングへ帰着することで，多項式時間で解ける．
(証明)右図の二部グラフを考える．頂点集合は

V + = E1 ⊕ · · · ⊕ Ek (各EiはEのコピー)
V − = E

であり，各枝はオリジナルの要素 e ∈ Eと各コピー e ∈ Ei

(i = 1, . . . , k)を結んでいる．
V +, V −上のマトロイドを次のように定める:

M+ = M1 ⊕ · · · ⊕Mk

M− = (V −, 2V −)
このとき，

...

E1

Ek

E

大きさ |E|の独立マッチング←→独立集合への分割E = (I1, . . . , Ik)
13 / 34



応用例②: 最小重み全域有向木
定義
有向グラフD = (V,A)の部分グラフ T が，r ∈ V
を根とする全域有向木 (spanning
arborescence) def⇐⇒

• 枝の向きを無視すると T は全域木
• 任意の頂点 v ∈ V − rに対し，ρT (v) = 1

(ρT (v): T における vの入次数)

r

最小重み全域有向木
w : A→ R: 枝重み

minimize w(T ) subject to T は rを根とする全域有向木
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重み付きマトロイド交差への帰着
枝集合A上のマトロイドM1,M2を次のように定める:
• M1 := Gの向きを無視した無向グラフに対するグラフ的マトロ
イド
• M2 := (In(r), 2In(r))⊕
(分割 {In(v) : v ∈ V − r}に対する分割マトロイド)

T ⊆ Aが全域有向木 ⇐⇒ T ∈ I1 ∩ I2かつ |T | = |V | − 1

よって，最小重み全域有向木問題は重み付きマトロイド交差に帰着で
き，多項式時間で解ける．
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サーキット
定義
• X ⊆ Eが従属集合 (dependent set) def⇐⇒ X /∈ I.
• C ⊆ Eがサーキット (circuit)

def⇐⇒ C /∈ IかつCの任意の真部分集合C ′ ⊊ CはC ′ ∈ I
すなわち，サーキットは極小な従属集合．
例グラフ的マトロイドのサーキット=グラフの
単純閉路
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サーキット
定理
サーキット族 Cは以下の性質を満たす:

(C1) C1, C2 ∈ C, C1 ⊆ C2 =⇒ C1 = C2

(C2) C1, C2 ∈ C (C1 ̸= C2), e ∈ C1 ∩ C2
=⇒ (C1 ∪ C2)− eはサーキットを含む．

(C1 ∪ C2)− e := (C1 ∪ C2) \ {e}

eC1 C2
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定理の証明
f

C1 C2

(C1): 極小性から明らか．
(C2): C1 ̸= C2と (C1)から要素 f ∈ C1 − C2が存在する．極小性から
C1 − fは独立集合である．C1 − fにC2 − C1の要素を追加して
C1 ∪ C2に含まれる最大の独立集合Bを作る．Bは独立集合なので
サーキットC2を含むことはできないから，

|B| < |C1 − f |+ |C2 − C1| = |C1 ∪ C2| − 1 = |(C1 ∪ C2)− e|

BはC1 ∪ C2に含まれる最大の独立集合であったから，(C1 ∪ C2)− e
は従属集合であり，サーキットを含む．

19 / 34



基本サーキット
補題
独立集合 Iと y /∈ I , I + y /∈ Iに対し，I + yは yを含むサーキットを
ただ 1つ含む．これを Iと yに対する基本サーキット (fundamental
circuit)といい，C(I, y)と書く．

y

C(I, y)
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補題の証明

[存在性] I + yは従属なので，サーキットCを含む．Iは独立なので
C ⊆ Iではあり得ないから，y ∈ Cである．
[一意性]もしこのようなサーキットがC1, C2 (C1 ̸= C2)の 2つあった
とすると，(C2)より (C1 ∪ C2)− y ⊆ Iがサーキットを含むことに
なってしまい，Iの独立性に反する．
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基本サーキットと交換可能性
補題
I ∈ I, y /∈ I , I + y /∈ I, x ∈ Iとする．このとき，
x ∈ C(I, y) ⇐⇒ I − x+ y ∈ I.

(証明)前補題より，I + yは唯一のサー
キットC(I, y)を含む．x ∈ C(I, y)より，
I − x+ yはC(I, y)を含まないから，独立
集合である．逆も同様．

y

C(I, y)

x
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逐次交換可能性
I − x1 + y1 ∈ Iかつ I − x2 + y2 ∈ Iならば，
I \ {x1, x2} ∪ {y1, y2} ∈ Iか？

　　一般には正しくない
y1

y2

C(I, y1)

C(I, y2)
x1 x2

y1

y2
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逐次交換可能性
補題
I ∈ I, x1, . . . , xs ∈ I , y1, . . . , ys /∈ Iに対し，

1 I + yk /∈ I, xk ∈ C(I, yk) (k = 1, . . . , s)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (xk, yk)は交換可能

2 xj /∈ C(I, yk) (1 ≤ j < k ≤ s)

とする．このとき，I \ {x1, . . . , xs} ∪ {y1, . . . , ys} ∈ I.
y1

y2

C(I, y1)

C(I, y2)

x1

x2
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逐次交換可能性の証明 1 I + yk /∈ I, xk ∈ C(I, yk) (k = 1, . . . , s)
2 xj /∈ C(I, yk) (1 ≤ j < k ≤ s)

(証明) Ik := I \ {x1, . . . , xk} ∪ {y1, . . . , yk} (k = 0, . . . , s)とおく．
Ik ∈ Iを kに関する帰納法で示す．
k = 0のときは Ik = Iより自明．
k > 0とし，Ik−1 ∈ Iとする．Ik−1 + yk ∈ Iなら，
Ik = Ik−1 + yk − xk ∈ IよりOK．Ik−1 + yk /∈ Iの場合を考える．
C := C(Ik−1, yk)を基本サーキットとする．仮定より，
C(I, yk) ⊆ Ik−1 + ykだから，基本サーキットの一意性より
C = C(I, yk)．よって，xk ∈ Cなので，Ik−1 − xk + yk ∈ I.
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補助ネットワーク
独立マッチングM に対し，補助ネットワークDM を以下
のように定義する:

• 頂点集合: V +, V − （元のグラフと同じ）
• 枝集合: AM := −→E ∪←−M ∪ A+ ∪ A−

−→
E := {(i, j) : ij ∈ E}. . . . . .Eの準向き枝
←−
M := {(j, i) : ij ∈M}. . . . . .M の逆向き枝
A+ := {(i, j) : i ∈ ∂+M,∂+M + j /∈ I+, i ∈ C(∂+M, j)}

. . . . . .M+の交換可能性を表す枝
A− := {(i, j) : j ∈ ∂−M,∂−M + i /∈ I−, j ∈ C(∂−M, i)}

. . . . . .M−の交換可能性を表す枝

A+

A−

DM
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補助ネットワーク
補助ネットワークDM の頂点部分集合を次のように定
める．
• U+ := {i ∈ V + − ∂+M : ∂+M + i ∈ I+}

• U− := {j ∈ V − − ∂−M : ∂−M + j ∈ I−}

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∂+M,∂−M に追加できる要素の集合

パスによるマッチングの増大
DM 上の U+–U−パス P に対し，P に沿ってM の枝を反
転させたマッチングをM ′とする．（ただし，A+ や A− の枝
は反転させない）
定義から，|M ′| = |M |+ 1.

U+

U−

A+

A−

DM
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増加道アルゴリズム

定理
• P が枝数最小のU+–U−パスならば，M ′は独立マッチング．
• U+–U−パスが存在しないとき，XをDMにおいてU+から到達
可能な頂点集合とすると，(V + −X,V − ∩X)は頂点被覆であり，
強双対性 |M | = r+(V + −X) + r−(V − ∩X)を満たす．したがっ
て，Mは最大独立マッチング．
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増加道アルゴリズム
定理より，以下のようなアルゴリズムが得られる．
増加道アルゴリズム

1: M ← ∅とする．
2: while DMにU+–U−パスが存在する :
3: 枝数最小のU+–U−パスP を求める．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .幅優先探索で発見可能
4: P に沿って枝を反転して，より大きな独立マッチングMを

得る．
5: XをDMにおいてU+から到達可能な頂点集合とする．
6: return M , (V + −X,V − ∩X)

二部マッチングに対する増加道アルゴリズムの一般化．
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定理の証明 (1/2)
[M ′が独立マッチングであること]
x0: P の始点
(x1, y1), . . . , (xs, ys): P 上のA+枝（この順で現れる）

∂+M ′ = (∂+M + x0) \ {x1, . . . , xs} ∪ {y1, . . . , ys}

I := ∂+M + x0と x1, . . . , xs, y1, . . . , ysが逐次交換補題の
条件を満たすことを確かめればよい．

U+

x0

x1

y1

x2

y2

×

基本サーキットの一意性から，C(∂+M, yk) = C(I, yk) (k = 1, . . . , s)に注意する．
①は交換可能性枝A+の定義から，②は P が枝数最小なのでショートカットが存在
しないことから従う．
∴逐次交換補題より，∂+M ′ ∈ I+.

同様にして，∂−M ′ ∈ I−も示せる．
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定理の証明 (2/2)
[(V + −X,V − ∩X)が階数最小頂点被覆であること]
(S+, S−) := (V + −X,V − ∩X)とする．これが頂点被覆で
あることは二部マッチングのところで既にやった．

• Xから出るA+の枝が存在しないことから，任意の
i ∈ S+ − ∂+M に対し，C(∂+M, i) ⊆ S+

• 任意の i ∈ S+ − ∂+M に対し，∂+M ∩ S+ + iはサー
キットC(∂+M, i)を含むから，従属集合．

∴ ∂+M ∩ S+は S+の最大独立集合．同様に，∂−M ∩ S−

は S−の最大独立集合．

r+(S+) + r−(S−) = |∂+M ∩ S+|+ |∂−M ∩ S−| = |M |

X

U+

U−

S+

S−
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増加道アルゴリズムの計算量
n := |V |, m := |E|, IO :=マトロイドM+,M−の独立性オラクルの計算量とする．

1反復あたりの計算量:

• 補助ネットワークDM の構築: O(n2IO +m)

• U+–U−パスの探索: O(n2 +m)

また，全体では高々 n/2反復．

定理
独立マッチング問題はO(n3IO +mn)時間で解ける．
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まとめ: 独立マッチング
まとめ
• 独立マッチング・マトロイド交差の定式化
• 最大最小定理
• 増加道アルゴリズム

発展
• 伊理・富沢 (JORSJ, 1976): 重みつき独立マッチングに対する逐
次最短路・主双対法
• Gabow–Xu (1996): 線形マトロイド交差に対する高速化
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