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劣モジュラ関数
f : 2V → Rが劣モジュラ関数
⇐⇒ ∀X ⊆ ∀Y ⊆ V , ∀a ∈ V \ Y ,

f(X ∪ a)− f(X)
小さい集合の増分

≥ f(Y ∪ a)− f(Y )
大きい集合の増分

⇐⇒ f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y ) (∀X,Y ⊆ V )

Y
X　　

　　 　　 　　
a
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単調劣モジュラ関数最大化
[Nemhauser, Wolsey, and Fisher 1978]

f : 2V → R+ ... 非負単調劣モジュラ, f(∅) = 0
[単調 ⇐⇒ f(X) ≤ f(Y ) (X ⊆ Y )]

max f(X) s.t. X ∈ C

|X| ≤ k,
∑

i∈X w(i) ≤ 1など
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[Nemhauser, Wolsey, and Fisher 1978]

f : 2V → R+ ... 非負単調劣モジュラ, f(∅) = 0
[単調 ⇐⇒ f(X) ≤ f(Y ) (X ⊆ Y )]

max f(X) s.t. X ∈ C

|X| ≤ k,
∑

i∈X w(i) ≤ 1など
応用:
• 文書要約 [Lin and Bilmes 2011]

• モデル解釈 [Ribeiro, Singh, and Guestrin 2016]

• 変数選択 [Das and Kempe 2011; Elenberg et al. 2018]
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単調劣モジュラ最大化
名前 制約 近似比
サイズ制約 |X| ≤ k 1− 1/e [NWF ’78]

ナップサック制約 ∑
i∈X wi ≤ 1 1− 1/e [Sviridenko 2004]

マトロイド制約 X ∈ I 1− 1/e [Calinescu et al. 2011]

• (1− 1/e)近似 ⇐⇒ f(X) ≥ (1− 1/e)maxX∗∈C f(X∗)となるX
を出力
• 近似比 1− 1/eはオラクルモデルの多項式時間アルゴリズムの中
で最良 [Nemhauser and Wolsey 1978]
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例: 最大被覆問題
最大被覆問題
入力 V : 基地局候補地の集合, k ∈ Z+
出力 S ⊆ V で |S| ≤ kかつSに設置し
たときの被覆範囲が最大となるもの
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例: 不可分財の分配

U = {v1, . . . , vn} ... 財の集合
fi ... iさんの効用関数，単調劣モ
(i = 1, . . . ,m)

社会効用∑m
i=1 fi(Xi)が最大の分配

(X1, . . . , Xm)を求めたい．

　　f1

　　f2

　　f3
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例: 不可分財の分配

• V := Uのm個のコピー
• f(X) :=

∑m
i=1 fi(X ∩ Ui)

• C: V 上の分割マトロイド（各財
は 1人まで割当可能）

分割マトロイド制約の単調劣モ最大化

　　U1 　　 　　 　　 　　

　　U2 　　 　　 　　 　　

　　U3 　　 　　 　　 　　
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例: 文書要約 [Lin and Bilmes 2011]
V : 元文書の文全ての集合, X ⊆ V ←→要約
r1, . . . , rK : 参照文
ce(X) = n-gram eが要約Xに現れる回数
Me,i = n-gram eが参照文 riに現れる回数
ROUGE-N

f(X) =
∑
r∈R

∑
e: 文 r に含まれる n-gram

min{ce(X),Me,i}

(※簡単のため正規化定数は省いた)

要約文

民間英語試験 の延期
を決定した．

参照文 A

英語教育が専門の〇〇
氏は，民間英語試験 は
問題が多く，...

• ROUGE-Nは単調劣モジュラ関数
• サイズ制約←→要約に使える文の数に制約
• ナップサック制約←→要約の文字数に制約
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例: モデル解釈 (SP-LIME) [Ribeiro, Singh, and Guestrin 2016]

近年の機械学習モデルは複雑で解釈しづらい．→解釈性

Local Iterpretable Model-agnostic Explanations (LIME)
各訓練データに対して，“特徴量ごとの予測への貢献度”を計算して
くれる手法

引用: LIME のチュートリアル

データセット全体での挙動を知りたい場合は？
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例: モデル解釈 (SP-LIME) [Ribeiro, Singh, and Guestrin 2016]

V =訓練データの集合
U =特徴量の集合
aij =データ iに対する特徴量 jの LIMEスコア
G = (V, U ;E) ... aij > 0の (i, j)に枝を引いた二部グ
ラフ
wj :=

√∑
i∈V aij ... 特徴量 jの重み

X
Γ(X)

f(X) =
∑

j∈ΓG(X)

wj

• モデルの全体的挙動を理解する上で多様な訓練データを抽出できる
• サイズ制約←→抽出するデータ数に制約
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例: 変数選択 [Das and Kempe 2011; Elenberg et al. 2018]

V = {1, . . . , n}
xi: 説明変数 (i = 1, . . . , n), y: 被説明変数

f(X) = ∥y∥22 − min
β:supp(β)⊆X

∥∥∥∥∥y −
n∑

i=1
βixi

∥∥∥∥∥
2

2

... Xに入っている変数だけ使ったときの最良残差
• 抑圧変数がない =⇒ f : 単調劣モジュラ
• X = [x1 . . .xn]に対するRIP仮定 =⇒ f : 弱劣モジュラ（近似的
に劣モジュラ）
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最大化アルゴリズム

サイズ制約 |X| ≤ k（組合せ的アルゴリズム）
• 古典貪欲法 [Nemhauser, Wolsey, and Fisher 1978]

• 確率的貪欲法 [Mirzasoleiman et al. 2015]

一般の制約X ∈ C（連続最適化的アルゴリズム）
• 連続貪欲法 [Calinescu et al. 2011; Chekuri, Vondrák, and Zenklusen 2010; Chekuri, Vondrák, and Zenklusen

2014]
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古典貪欲法 [Nemhauser, Wolsey, and Fisher 1978]

1: X0 ← ∅
2: for i = 1, . . . , k :
3: a ∈ V \Xi−1 のうち f(Xi−1 ∪ a)が最大のものを求め，aiとする．
4: Xi ← Xi−1 ∪ ai
5: return X = Xk

• 貪欲アルゴリズムの出力をXとすると，

f(X) ≥ (1− 1/e) max
X∗:|X∗|=k

f(X∗)

最適値

• O(nk)回の f の関数値評価が必要 (n = |V |, k:サイズ制約)
→応用によっては重すぎる
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古典貪欲法の解析
補題
f : 劣モジュラ
f(X ∪ Y ) ≤ f(X) +

∑
a∈Y \X

[f(X ∪ a)− f(X)]

補題
各 i = 1, 2, . . . , kに対して

f(Xi)− f(Xi−1) ≥
1
k
[f(X∗)− f(Xi−1)]

X∗: 最適解

補題
各 i = 0, 1, 2, . . . , kに対して

f(X∗)− f(Xi) ≤
(
1− 1

k

)i

f(X∗)

定理
f(Xk) ≥ (1− 1/e)f(X∗)

X0 = ∅
Xi = Xi−1 ∪ ai

ai ∈ argmaxa∈V \Xi−1 f(Xi−1 ∪ a)
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確率的貪欲法 [Mirzasoleiman et al. 2015]

ϵ > 0を固定．
1: X0 ← ∅
2: for i = 1, . . . , k :
3: Ri := V \Xi−1 から n

k log
1
ϵ 個ランダムサンプル

4: ai ∈ argmaxa∈Ri
f(Xi−1 ∪ a)

5: Xi ← Xi−1 ∪ ai
6: return X = Xk

• E[f(X)] ≥ (1− 1/e− ϵ)f(X∗)
• O(n log(1/ϵ))回の関数値評価
古典貪欲法のO(nk)に比べて改善！
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連続貪欲法 [Calinescu et al. 2011]

元問題
max {f(X) : X ∈ C}

緩和問題
max {F (x) : x ∈ P}

①連続緩和

x ∈ P
s.t.

F (x) ≥ (1− 1/e)f(X∗)
X∗:最適解

②連続貪欲法

X ∈ C
s.t.

f(X) ≥ (1− 1/e)f(X∗) ③丸め
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多重線形拡張 (multilinear extension)

fの多重線形拡張 F : [0, 1]n → R

F (x) :=
∑
S⊆V

f(S)
∏
i∈S

xi
∏
i ̸∈S

(1− xi)

= E[f(R(x))]

R(x): 要素 iを確率 xiで独立に含むランダム集合

注 F , ∇F は任意の精度で近似的に求められる (サンプリング)．
以下，簡単のため F , ∇F を与えるオラクルがあるものとする．
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多重線形拡張 (multilinear extension)

性質
• F (1X) = f(X)
• f :単調 =⇒ ∇F ≥ 0
• f :劣モ =⇒ ∂2F

∂xi∂xj
≤ 0 (i ̸= j)

特にF は非負方向に凹,
ei − ej 方向に凸

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8

1.0

※一般には凸でも凹でもない
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多重線型拡張の性質
補題
f :単調 =⇒ ∇F ≥ 0

i ∈ V を任意に取る．∇F (x)iを計算してみると

∇F (x)i =
∑

X⊆V \i

f(X ∪ i) Pr(X)−
∑

X⊆V \i

f(X) Pr(X).

ここで，Pr(X) =
∏

k∈X xk
∏

k/∈X:k ̸=i(1− xk)である．f の単調性より
f(X ∪ i)− f(X) ≥ 0なので，∇F (x)i ≥ 0.
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多重線型拡張の性質
補題
f :劣モ =⇒ ∂2F

∂xi∂xj
≤ 0 (i ̸= j)

特に φ(t) = F (x+ td) (d ≥ 0)は凹関数，ψ(t) = F (x+ t(ei − ej))は凸関数
i = jの場合は自明に ∂2F

∂xi∂xj
= 0. i ̸= jのとき，

∂2F

∂xi∂xj
(x) =

∑
X⊆V \{i,j}

[f(X ∪ i ∪ j) + f(X)− f(X ∪ i)− f(X ∪ j)] Pr(X).

ここで，Pr(X) =
∏

k∈X xk
∏

k/∈X:k ̸=i,j(1− xk)である．劣モジュラ性より
f(X ∪ i ∪ j) + f(X)− f(X ∪ i)− f(X ∪ j) ≤ 0なので ∂2F

∂xi∂xj
(x) ≤ 0.
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多重線型拡張の性質
補題
f :劣モ =⇒ ∂2F

∂xi∂xj
≤ 0 (i ̸= j)

特に φ(t) = F (x+ tv) (v ≥ 0)は凹関数，ψ(t) = F (x+ t(ei − ej))は凸関数
連鎖律より

φ′′(t) =
∑
i,j∈V

∂2F

∂xi∂xj
(x+ tv)vivj

であるが， ∂2F
∂xi∂xj

(x+ tv) ≤ 0で，仮定より vi, vj ≥ 0であるから，φ′′(t) ≤ 0. よっ
て φは凹関数．

再び連鎖律より
ψ′′(t) = −2 ∂2F

∂xi∂xj
(x+ t(ei − ej)) ≥ 0
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連続貪欲法 (連続時間版)
連続緩和問題

max F (x) s.t. x ∈ P

以下の微分方程式に従って x(t)を動かす

x(0) = 0
dx(t)
dt

= argmaxv∈P ∇F (x(t))⊤v

定理 ([Calinescu et al. 2011])
f : 単調劣モ, P : down closed
=⇒ x(1) ∈ P かつ
F (x(1)) ≥ (1− 1/e)maxx∗∈P F (x∗)

x(0)

x(1)

x(t)

v(t)
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29 / 37



連続貪欲法 (連続時間版)
連続緩和問題

max F (x) s.t. x ∈ P

以下の微分方程式に従って x(t)を動かす

x(0) = 0
dx(t)
dt

= argmaxv∈P ∇F (x(t))⊤v

定理 ([Calinescu et al. 2011])
f : 単調劣モ, P : down closed
=⇒ x(1) ∈ P かつ
F (x(1)) ≥ (1− 1/e)maxx∗∈P F (x∗)

x(0)

x(1)

x(t)

v(t)
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解析
Ψ(t) := et−1F (x(t))とする. dΨ

dt
= et−1[F (x(t)) +∇F (x(t))⊤ dx(t)

dt
].

x∗ ∈ P を最適解, x∗ ∨ x(t)を x∗と x(t)の成分ごとにmaxをとったベクトルと
する.

F (x∗) ≤ F (x∗ ∨ x(t))
≤ F (x(t)) +∇F (x(t))⊤(x∗ ∨ x(t)− x(t))
≤ F (x(t)) +∇F (x(t))⊤v(t)

= F (x(t)) +∇F (x(t))⊤dx(t)
dt x(t)

x∗ x(t) ∨ x∗

この上で凹

∴ dΨ
dt
≥ et−1F (x∗).

[0, 1]で積分: Ψ(1)−Ψ(0) = F (x(1)) ≥ (1− e−1)F (x∗).
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連続貪欲法 (離散時間版)
実際には微分方程式を厳密に解くことはできないので，時間を離散化
して近似する

1: x(0) = 0
2: for t = 0, δ, 2δ, . . . , 1− δ :
3: v(t) ∈ argmaxv∈P ∇F (x(t))⊤v を求める
4: x(t+ δ)← x(t) + δv(t)
5: return x(1)

• Frank-Wolfe法の亜種
• 精度 ϵ > 0に応じて時間幅 δを十分小さく取れば，同様の仮定の
もと F (x) ≥ (1− 1/e− ϵ)maxx∗∈P F (x∗)
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連続貪欲法 [Calinescu et al. 2011]

元問題
max {f(X) : X ∈ C}

緩和問題
max {F (x) : x ∈ P}

①連続緩和

x ∈ P
s.t.

F (x) ≥ (1− 1/e)f(X∗)
X∗:最適解

②連続貪欲法

X ∈ C
s.t.

f(X) ≥ (1− 1/e)f(X∗) ③丸め
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丸めアルゴリズム
連続貪欲法で得られる緩和解xは {0, 1}ベクトルとは限らないので，
{0, 1}ベクトルに丸める必要がある.
→制約ごとに丸めアルゴリズムを設計

マトロイド制約
• Pipage Rounding [Calinescu et al. 2011]

• Swap Rounding [Chekuri, Vondrák, and Zenklusen 2010]

その他の制約
• Contention Resolution Scheme [Chekuri, Vondrák, and Zenklusen 2014]
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Pipage Rounding [Calinescu et al. 2011]

1 xi, xj が{0,1}でない i, j ∈ V を取る
2 α+ = max{α ≥ 0 : x+ α(ei − ej) ∈ P}
α− = max{α ≥ 0 : x− α(ei − ej) ∈ P}

3 x+ = x+ α+(ei − ej), x− = x− α−(ei − ej)の
うち F の値が大きいものに xを更新

4 P をぶつかった面に制限して 1に戻る

x

x+

x−

α+

α−

定理
P : マトロイド多面体のとき，Pipage Roundingの出力 xは {0, 1}ベクトルで，
F (x) ≥ F (x)を満たす（x: Pipage Roundingの初期点）

34 / 37



劣モジュラ最大化: 発展的な話題
整数格子点上の劣モジュラ最大化
• 最適予算配分問題
• 最大化アルゴリズム

連続劣モジュラ関数
• 非凸連続最適化（連続DR劣モジュ
ラ関数）

オンライン劣モジュラ最大化
• 近似 no-regretアルゴリズム
• 連続DR劣モジュラ関数のCVaR最
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